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Введение  

 

При исследовании образования газовых гидратов (ГГ) в растворах поверхностно-

активных веществ [1] и в разбавленных растворах ингибиторов [2] установлено, что на 

начальной стадии гидратная  кристаллическая структура (КС) растет на поверхности реак-

тора в виде тонкой пленки (рис. 1), состоящей из большого числа «островков» – слабо свя-

занных адгезией с поверхностью реактора зерен микрокристаллов ГГ – и сети капилляр-

ных каналов, по которым мигрирует водный раствор. В данной работе наблюдаемый рост 

пленочной КС связывается с самоподдерживающейся генерацией вторичных центров кри-

сталлизации при капиллярном течении смачивающей пленки раствора. 

Рассмотрим процесс массовой кристаллизации, в котором образующиеся в смачи-

вающей пленке раствора микрокристаллы формируют на поверхности реактора двумер-

ную «островковую» КС – совокупность зерен микрокристаллов и каналов между ними с 

пористостью m. Рост микрокристаллов на мениске смачивающей пленки раствора вызы-

вает его продвижение за счет действия капиллярных сил. Течение смачивающей пленки 

раствора приводит к разрушению зерен, отрыву и перемещению частиц. Основной массо-

перенос при течении пленки раствора сосредоточен в тонком слое у поверхности раздела 

раствор – газ. С учетом конечной толщины пленки определенная доля «осколков» перено-

сится течением к мениску, где они выступают в качестве вторичных центров кристаллиза-

ции. Таким образом, течение пленки раствора и рост микрокристаллов на мениске пленки 

взаимосвязаны, что приводит к самоподдерживающейся генерации вторичных центров 

кристаллизации и распространению фронта массовой кристаллизации. 

Для реально наблюдаемой пористости m < 0.5 продвижение мениска пленки рас-

твора происходит значительно быстрее, чем рост отдельных микрокристаллов. В этом 

случае скорость v движения фронта кристаллизации определяется кинетикой роста зерен, 

а течение пленки раствора «привязано» к процессу роста и задает частоту поступления 

Jf(v) вторичных центров кристаллизации на наступающий мениск.  
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Задача о кинетике роста зерен в плёночной КС в общем случае соответствует из-

вестной задаче Колмогорова о кристаллизации слитка. В частном случае [1, 2] роста из 

раствора зёрен с узкой функцией распределения по размерам задачу можно существенно 

упростить. Покроем площадь пленочной КС сеткой с ячейками в виде правильных много-

угольников со стороной d и зернами в форме круга радиуса R в центре многоугольников. 

Выбор ячейки определяется максимально плотным покрытием при данном типе упаковки 

зерен. Без ограничения общности исследуем покрытие сеткой с квадратными ячейками. 

При этом пористость КС составляет ( ) )4π1(π1 min
2 −=−= mdRm . Самосборку понима-

ем как последовательное заполнение слоев на сетке. Найдем скорость v движения фронта 

кристаллизации, усредненную по достаточно протяженному участку мениска L >> d. 

Среднее время заполнения (n+1)-го ряда 1+nt  складывается из среднего времени ожида-

ния прихода вторичного центра кристаллизации в ячейку (n+1)-го ряда и среднего време-

ни роста зерна gt : 
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где v  – средняя скорость роста зерна, приведенная к линейному закону роста. Для того 

чтобы определить R  и v , необходимо решить задачу о росте одного зерна в ограничен-

ной области. 

 

Модель роста кристалла в ячейке 

 

Рассмотрим изометрический (с сохранением формы) рост отдельного кристалла га-

зогидрата в статическом реакторе на поверхности слабого раствора нелетучего ингибито-

ра. Кинетика роста определяется совместным решением уравнения для скорости роста 

кристалла и уравнения диффузии молекул ингибитора.  

Воспользуемся выражением для радиальной скорости роста гидрата на поверхно-

сти контакта водный раствор – газ в общей форме [3] 
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где P – давление в реакторе, P0(xis,T) – равновесное давление гидратообразования при 

температуре в реакторе T и молярной доле ингибитора xis. Индекс s здесь соответствует 
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вычислению функции на поверхности роста кристалла, u0 – скорость роста в чистой воде 

при давлении P и температуре T. 

Распределение примеси вокруг растущего кристалла определяется уравнением 

диффузии молекул ингибитора и граничными условиями. Будем считать, что молекулы 

ингибитора полностью отторгаются растущим кристаллом. Соответствующее граничное 

условие можно сформулировать как условие непроницаемости поверхности роста кри-

сталла для молекул примеси. Второе граничное условие соответствует условию непрони-

цаемости внешней границы R* для ингибитора, т.е. симметрии диффузионных потоков че-

рез нее. Отклонение системы от равновесия будем предполагать не слишком большим, так 

что 1i <<x  не только в объеме раствора, но и вблизи поверхности растущего кристалла. 

Рассмотрим задачу о круговом росте кристалла газогидрата в ограниченной области ра-

диусом R*. Уравнение диффузии ингибитора и граничные условия в этом случае имеют 

вид: 

r
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где r – модуль радиус-вектора системы в полярных координатах, R(t) – радиус кругового 

кристалла в текущий момент времени t, D – коэффициент диффузии молекул ингибитора в 

растворе, x0 – исходная молярная доля ингибитора. Накопление ингибитора вблизи по-

верхности роста приводит к уменьшению пересыщения ( )TxPPP is ,0−=Δ  – движущей си-

лы фазового перехода. Зависимость равновесного давления гидратообразования от кон-

центрации ингибитора определяется соотношением [4, 5] 
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где P* и T* – эмпирические параметры. Слагаемое TΔ  определяется действием ингибито-

ра, которое сводится к смещению равновесных условий образования гидратов в область 

более высоких давлений (при постоянной температуре) или низких температур (при по-

стоянном давлении). Поправка для сдвига равновесной температуры гидратообразования 

в присутствии ингибитора в формуле (5) вычисляется как  

                             ( )i
i
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AxT
−
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 ,      (6) 
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где A – эмпирический параметр, M – относительная молекулярная масса воды. Получен-

ная система уравнений использовалась при численном моделировании гидратообразова-

ния пропана при температуре 274 К и давлении 350 кПа. Независимый параметр задачи – 

скорость роста в чистой воде u0 (порядка 10-4 м/с) – выбирали из экспериментальных дан-

ных [6]. Для расчетов принимали D = 10-9 м2/с [7]; P*
 = 1.4262·1032 Па, T*

 = 16921.84 К, A = 

2335К [5], M = 18. Счет останавливался, когда радиальная скорость гидратообразования 

составляла u < 10-2 u0  = 10-6 м/с, т.е. уменьшалась на два порядка по сравнению со скоро-

стью роста в чистой воде. 

На рис. 1 представлена зависимость от времени следующих величин: радиуса кри-

сталла гидрата R (а), скорости роста u (б) и концентрации ингибитора xs (в) вблизи под-

вижной границы. В отличие от [8], где зерна со временем полностью срастаются, пре-

дельное значение радиуса кристалла ∞→∞
= RR

t
 достигается, когда *Rx

Rr
=

→
: 

( ) *22*
0

2* ππ xRRxR ∞−= , откуда *
0* 1 xxRR −=∞ . Здесь x* – максимальная для данных 

температуры и давления концентрация ингибитора, при которой возможен рост зерна. Из 

соотношений (2), (5) и (6) следует, что ≈*x 3.71%. Для кривых 1, 2 и 3 ∞R  соответствует 

значениям 0.171, 0.232 и 0.279 мкм. На заключительной стадии роста кристалла концен-

трация ингибитора вблизи его поверхности приближается к предельному значению x*, что 

приводит к резкому замедлению роста кристалла. Как показывают расчеты, область, на-

сыщенная ингибитором, остается свободной от гидрата. В пространстве между зернами 

формируются каналы, по которым вода капиллярно подсасывается к фронту гидратообра-

зования. 

 

Самосборка кристаллической структуры 

 

Теперь решим задачу о генерации и переносе центров роста кристалла к мениску. 

Продвижение фронта массовой кристаллизации будем рассматривать как последователь-

ное случайное заполнение зёрнами ячеек сетки. Задачу удобно решать методом клеточных 

автоматов. Автомат может производить конечное число действий, однозначно задаваемых 

состоянием автомата. Действия автомата вызывают ответную реакцию среды S, замыкая 

тем самым петлю обратной связи. В детерминистических автоматах сигнал среды S точно 
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определяет, в какое состояние j должен перейти автомат, находящийся в состоянии i. В 

вероятностных автоматах этот переход задается некоторыми вероятностями aij(S) [9].  

Используя соотношение (1), получим выражение для скорости движения фронта 

кристаллизации на (n+1)-м шаге, являющемся аналогом дискретного времени:  
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Соотношение (7) представляет собой последовательное точечное отображение vn. Для его 

дальнейшего анализа необходимо задать конкретный вид функции Jf(vn,…). Найдем вид 

функции Jf(vn,…) исходя из следующих соображений.  

Поскольку вторичная нуклеация подразумевает разрушение зерен и отрыв частиц, 

на мениске должны возникать достаточные напряжения. Для этого следует учесть флук-

туационный (импульсный) характер перемещения мениска, который в пористой среде на-

блюдал Хейнс [10]. 

Капиллярное продвижение мениска пленки раствора между зернами ГГ имеет ха-

рактер «прыжков Хейнса» [11]. Это приводит к пульсациям локальной скорости течения 

пленки в КС, которые с учетом инерционных эффектов взаимодействия течения с зернами 

имеют решающее значение для разрушения зерен, отрыва частиц и их перемещения. Ам-

плитуда и длительность пульсаций локальной скорости течения определяются скоростью 

роста отдельных зерен и динамикой движения мениска. Следовательно, интегральная ин-

тенсивность пульсаций зависит только от пройденного фронтом кристаллизации расстоя-

ния. Однако с ростом скорости продвижения фронта возрастает характерная частота пуль-

саций, которая является существенной, так как кинетика разрушения зерен ГГ и разрыва 

кристаллизационных или адгезионных контактов имеет выраженный релаксационный ха-

рактер. Функцию Jf(vn,…) в случае статистической независимости процессов отрыва и пе-

ремещения отдельных частиц можно записать в виде 

∫ ∑∑∑
= =

=
n

k

n

kl m
mnf rnlkWrlkPmdrvJ
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Здесь Pm(k ,l ,r) – вероятность отрыва от зерна m частиц с размером r в k-м ряде на l-м ша-

ге; W(k ,l, n, r) – вероятность поступления в единицу времени частицы с размером r, обра-

зовавшейся в k-м ряде на l-м шаге, к мениску на n-м шаге. Предположим для упрощения 

задачи, что  

,)(δδ)(),,( 01 rrklPrlkP mm −−=  
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где δm1 и δ(x) – символ Кронекера и дельта-функция Дирака соответственно. Будем счи-

тать, что отрыв частиц от зерна имеет пороговый характер и 
 

Р(l–k) = θ(l–k–k0) , 
 

где θ(x) – ступенчатая функция, а k0(vn,…) – число «импульсов отрыва», определяемое из 

условия равенства накопленного напряжения связи между частицей и зерном σ  предель-

ному напряжению разрыва этой связи σ0 :   
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где ( )mru ,,σ  – средний прирост напряжения связи при пульсации скорости течения плен-

ки раствора, τ – время релаксации напряжения связи между частицей и зерном, dc – длина 

корреляции пульсаций скорости течения пленки раствора в КС. 

Для функции (8) имеем из соотношения (7):  
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Вид функции ),,( nlkW  определим из связанного с рассеянием на зернах условия 

экспоненциального убывания вероятности переноса частицы w(h) = exp(–h/h0)/h0 на h ря-

дов при единичном «прыжке» мениска пленки:  
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где f = dc /d. В случае d c≈ d  (f = 1) для функции ,...)( nf vJ  из (10) и (11) имеем:  
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где Г(α ,x) – неполная гамма-функция. При условии п  >>  k0 функция ,...)( nf vJ  практиче-

ски зависит только от значений vn. 

Анализ соотношения (7) необходимо проводить на основе теории многомерных то-

чечных отображений [12]. Ограничимся исследованием устойчивости неподвижной точки 

v* отображения (7), соответствующей распространению стационарной «бегущей волны» 

массовой кристаллизации. Находим из выражения (9) для величины k0:  
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Графическое решение уравнения (7) с функцией Jf(v*) в виде (12) и функцией k0(v*) 

в виде (13) представлено на рис. 2. При параметрах задачи, соответствующих кривой А 

для функции Jf(v*), имеется лишь тривиальное решение: v* = 0. При параметрах задачи, 

соответствующих кривой В, уравнение (7) имеет три решения (рис. 2): *
1 ν = 0, *

2 ν = u1, 

*
3 ν = u2. 

Заключение  

 

Из анализа решений уравнения (7) и их устойчивости можно сделать следующие 

выводы. В случае существования нетривиальных решений уравнения (7) фронт массовой 

кристаллизации будет распространяться посредством самосборки ГГ со средней скоро-

стью u2, близкой к средней скорости роста индивидуальных зерен ГГ. Для «запуска» 

фронта массовой кристаллизации необходимо предварительно инициировать течение 

пленки раствора по затравке из зерен ГГ. При изменении условий кристаллизации, в част-

ности при увеличении концентрации ингибитора выше критического значения, когда име-

ется лишь тривиальное решение уравнения (7) vf =  0 (кривая А), движение фронта массо-

вой кристаллизации за счет процесса самосборки кристаллической структуры невозмож-

но. 

Работа выполнена при финансовом содействии Совета по грантам Президента 

Российской Федерации для государственной поддержки ведущих научных школ РФ 

(грант НШ-6987.2016.1). 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Схема образования и роста капил-
лярно-пористой гидратной структуры из 
водного раствора на боковой стенке реакто-
ра: 1 – капиллярное течение воды, 2 – на-
правление роста гидратной пленки 

 

 
 Рис. 2.  Изменение радиуса, скорости роста зерна и концентрации ингибитора  

вблизи кристалла со временем. Кривые 1, 2 и 3 соответствуют начальным  
концентрациям ингибитора x0=0.5%, 1.5%, 2.5% 
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Рис. 3.  К анализу устойчивости самоподдерживающегося режима  
гидратообразования  


